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I - Examen du deuxieme semestre 03-04 
Exercice 1 . (sur 14 points) 

On considere la matrice a coefficients reels 
/a 1 
M = | 1 1 

\ -1 -a 

ou a est un parametre reel. 

1 - Calculer le determinant de M. 

2 - Montrer que : detM = 0 <t=> cc G {1, —2}. 

3 - Discuter suivant les valeurs de a, le rang de M. 

4 - On suppose que a = 0. Montrer que M est inversible puis calculer M -1 . 

5 - Discuter et resoudre suivant les valeurs du parametre m le systeme suivant : 


— 2x\ 

+ 

X2 

- 

X3 

= 1 

X\ 

+ 

X2 

+ 

2x 3 

= 1 

—X\ 

+ 

2x2 

+ 

x 3 

= TO 


6 - On prend a = 1. 

a - Calculer M 2 et montrer qu’il existe A £ R tel que : M 2 = AM. 
b - Calculer M k , ou k est un entier naturel > 2. 



Exercice 2. (sur 6 points) 

Soit A £ _A4 n (R), une matrice carree d’ordre n a coefficients dans R. On note 
com (A) la comatrice de A. On se propose de calculer le rang de com(A) en fonction 

l 



de celui de A. Montrer que : 

1 - si rg A = n, alors rg com (A) = n. 

2 - si rg A = n — 1, alors rg com (A) = 1. 

3 - si rgA < n — 1, alors com(A) est la matrice nulle. 


Solution de l’exercice 1. 

1 - On a det M = 

L 2 — Li ,L3+Li 


a 1—1 

1 1 — a 

C 1 +C 2 -C 3 

a + 2 1 -1 

<y. -|- 2 1 — ol 

— 

—1 —a 1 


s 

to 

s 


a + 2 1 -1 

0 0 -a+1 

0 -a+1 0 


D’oii det M = (a — l) 1 2 (ct + 2). 

2 - D’apres 1, det M = 0 (a — l) 2 =0 ou (a + 2) = 0. Par consequent, 
det M = 0«q€{1, -2}. 

3 - Etude du rang de M : 

• Si a {1, —2}, alors det M ^ 0, ce qui implique que M est inversible, son rang 
est alors egal a 3. 


1 1-1 

Si a = 1, M = ( 1 1-1 

- 1-1 1 

s’ensuit que rgA I = 1. 

• Si a = —2, det M = 0, M = 

rg M < 2. Le mineur extrait de M 
rg M = 2. 


On remarque que C2 = C\ et C3 = — c\. II 


-2 1 -1 

11 2 

-12 1 

-2 1 

1 1 


On a det M = 0, par suite 
= —3 ^ 0. Done rg M > 2. D’ou 


4 - Pour a = 0, on a det M = 2 (remplacer a par 0 dans l’expression det M = 
( a — 1 ) 2 (a + 2)). Dans ce cas la, det M ^ 0, ce qui entraine que M est inversible. 

On peut determiner Af _1 en resolvant le systeme general : 


X\ 

\ / m 

\ 


X 2 

et Y = y 2 

• 


, X 3 

/ \ 2/3 

) 



f 

y-2 -2/3 

= X\ 

X = 

MY & { yi 

+y-2 

= X 2 


{ - yi 

+2/3 

= X 3 



Ei+E^+Ez 


2y 2 = xi + x 2 + x 3 

yi +y2 = x 2 

—yi +2/3 = x 3 

= 5(^1 + X 2 + x 3 ) 

= X 2 - y 2 = \(-X! + x 2 - x 3 ) 
= x 3 + 2/1 = U-xi + x 2 + x 3 ) 


Done M 1 = i 


-1 1 -1 
11 1 

-11 1 


(On verifie bien que MM 1 = I 3 ). 
5 - La matrice du systeme est A = 


-2 1 -1 

2 | , e’est la matrice M pour 
1 

a — —2, qui est de rang 2. La matrice extraite ( ^ } ) est une matrice carre d’ordre 


1 1 

-1 2 


2 inversible extraite de M , e’est done une matrice principale. 

Le systeme est compatible, si et settlement si, le determinant A = 

(C3-C2) 


-2 11 
111 
—1 2 TO 


est nul. On a A = 
m = 2 . 


-2 1 0 

11 0 

—1 2 to — 2 


D’ou A = —3 (to — 2). Ainsi A = 0 <t=> 


• Si to 7 ^ 2, (S) est incompatible et l’ensemble solution est vide. 

• Si to = 2, (S) est compatible et d’apres la theorie generale (S) peut etre resolu 
en considerant les equations principales avec les inconnues principals, les autres 
inconnues jouent le role de parametre On a alors : 

/ q\ . f — 2 Xl + X 2 = 1 + 2:3 

^ ’ ' \ X\ + x 2 = 1 — 2a : 3 

Dans lequel x 3 joue le role d’un parametre. 

L’ensemble solution est alors S = {(—2:3, 1 — x 3 ,x 3 ) € R 3 } 

Remarques. 

1 - On aurait pu choisir deux autres inconnues principales par exemple Xi et 2:3. 

2 - On peut aussi resoudre le systeme directement par elimination successives 
des inconnues. On obtient un systeme triangulaire dont on peut deduire a la fois 
les conditions de compatibilite et les solutions. 

3 



6 - a - pour a = 1, M = 


On a alors : M 2 3 = 


1 1 
1 1 
-1 -1 
3 3-3 

3 3-3 

-3 -3 3 


-1 

-1 

1 


= 3 M. 


b - Montrons par recurrence que M k = 3 fc 1 M. 


C’est vrai pour k = 2. Supposons l’egalite vraie pour k > 2, on a M k+1 = 
M k M = 3 k ~ 1 M.M = 3 fc " 1 M 2 = 3 k M. D’ou le resultat. 


Solution de l’exercice 2. 

1 - Si rg A = n, detA ^ 0 et A est inversible. Puisque ( conn4 = detAA -1 , on a 
*coim4 est aussi inversible. Done comil est inversible, d’ou rg(coim4) = n. 

2 - Si rg A = n — 1 on a detA = 0. Soit / F application lineaire canoniquement 
associee a A et g celle associee a ‘comA. Puisque A*comd. = detA.I n = 0. On a 
/ o g = 0. Done Im g C Ker /. Or dimKer/ = n — dimlm/ = n — rg/ = n — rgA = 
n — (n — 1) = 1 

Comme Img C Ker/, on a dimlmt/ = 0 ou 1. Or g ^ 0 car A possede au moins 
un mineur d’orclre n — 1 non nul. Done dimlim/ = 1. d’ou rg*Comyl = 1. 

3 - Si YgA < n — 1, tous les mineurs d’ordre n — 1 de A sont nuls. Or comA est 
justement formee par ces mineurs. Done comil = 0. 


II - Examen de rattrapage 03-04. 
Exercice 3. (sur 7 points) 


On considere le systeme lineaire suivant : 


mx i 

+ X2 

- 

X3 = 

1 

-Xi 

- x 2 

+ 

X3 = 

—m 

2xi 

- 4x 2 

+ 

mx 3 = 

m 


1 - Determiner, suivant les valeurs du parametre to, le rang du systeme S. 

2 - Pour quelles valeurs de to, S est-il un systeme de Cramer ? 

3 - Discuter et resoudre S. 

Exercice 4. (sur 13 points) 

On considere la matrice : M 


/ a b b\ 

b a b , ou a et b sont des parametres reels. 
\ b b a ) 
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1 - Calculer le determinant de M. 


2 - Etudier suivant les valeurs de a et b , le rang de M. 

I 0 1 1 \ 

3 - Soit J = 1 0 1 . Montrer que J 2 = 2 J 3 + J, ou h est la matrice 

V 1 1 0 / 

identique d’ordre 3. 

4 - En ecrivant M = ah + bJ , montrer qu’il existe a et (3 dans R, tels que 
M 2 = ah + 0M. 

5 - Calculer M~ l lorsqu’elle existe. 

6 - Soit B = ((1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)) la base canonique de R 3 . On considere le 
systeme de vecteurs B ' = ((1, —1, 0); (1, 0, —1); (1, 1, 1)). 

a - Montrer que B' est une base de R 3 . 

b - Determiner la matrice de passage P de B a B' et calculer P _1 . 
c - Soit u l’endomorphisme de R 3 tel que Mat(u,P) = M. Calculer Mat(w, £>'). 


Solution de l’exercice 3. 



TO 

1 

-1 


TO 

1 

0 

Son determinant est 

-1 

-1 

1 

= 

-1 

-1 

0 


2 

-4 

TO 


2 

-4 

TO — 4 


1 -1 

1 - la matrice du systeme est A = I —1 —1 1 

2-4 m / 

0 | 

= (m — 4)(1 — m) 

• Si to ^ {1,4}, detA est non nul, done M est inversible. Son rang est egal a 3. 

• Si to = 1 ou to = 4, det^4 = 0, done rg^l < 3 Le mineur, extrait de A, 

| | =2^0. Done rg A = 2. 

2 - Le systeme ( S ) est de Cramer si detA ^ 0, done si to ^ {1,4}. 

3 - • Si to ^ {1,4}, le systeme ( S ) est de Cramer et possede done une solution 
unique (aq, X 2 , £ 3 ) avec : 


X 2 = 

_ 

A 

x 3 = 

_ A, 3 
“ A ’ 

ou A 

■= detA = 

(to 


1 

1 

-1 


1 

1 

0 

= 

—m 

-1 

1 

C3+C2 

—m 

-1 

0 


m 

-4 

TO 


m 

—4 TO — 

4 


5 


4)(1 — to) et 
= (to — 4)(?n — 


1) 



in 

-1 

1 

-1 

1 

C1+C2 

TO + 1 
— 1 — TO 

1 

-1 

1 

^1+^2 

—m 


—m 


2 

m 

TO 


2 + TO 

m 

TO 



= 


En developpant par rapport a la premiere ligne on trouve : 
A y = (1 — m)(m 2 + 2m + 2) 


0 1 — m 

— 1 — m — m 
2 + m m 


A.,.., = 


TO 

-1 

1 

-1 

1 

—m 

C1+C3 

TO + 1 
— 1 — TO 

1 

-1 

1 

—m 


2 

-4 

m 


2 + TO 

-4 

m 



0 0 1 — TO 

— 1 — m —1 — m 

2 + m —4 ?n 


A Xs = (1 — to)(5to + 6). 

La solution clu systeme est done (xi,x 2 ,X 3 ) = (—1, m r t^_' , 4 +2 , 


(5) 


Si to = 1, le rang est egal a 2, le systeme n’est pas de Cramer 

Xl 


X\ + X2 — X 3 = 1 E 2 — 2 E 1 

2xi - 4x 2 + £3 = 1 


+ x 2 — x 3 = 1 

— 6x 2 + x 3 = — 1 


D’ou x 2 = |(1 + X3) et x\ = |(1 + X3), (X3 jouant le role d’un parametre). 

L’ensemble solution est alors : S = {(|(1 + X3), |(1 + X3),X3) G M 3 }. 

• Si to = 4, le rang est egal a 2, le systeme n’est pas de Cramer. 


4xi + 

X 2 

- 

X3 

= 

1 


-Xi - 

X 2 

+ 

X3 

= 

-4 


2xi — 

4x 2 

+ 

4x 3 

= 

4 


_ r 

4xi 

+ 

X 2 

— 

X3 = 

1 

,2Es~Ei l 


- 

3x 2 

+ 

3x 3 = 

-15 

1 


- 

9x 2 

+ 

9x 3 = 

9 


E3—3E2 


4xi + x 2 - X3 = 1 

— 3x 2 + 3x3 = — 15 

0 = 54(!) 

Le systeme est done incompatible. 5 = 0 


Solution de l’exercice 4. 



a 

b 

b 


a 2 b 

b 

b 


1 - det M = 

b 

a 

b 

C1+C2+C3 

a + 2 b 

a 

b 

h-hjls-h 


b 

b 

a 


ci + 2 b 

b 

a 



a + 2b b b 
0 a — b 0 
0 0 a — b 


(a + 2 b) (a — b) 2 . 

2 - det M = 0<t=>o = 6oua = —26. 


Si a ^ b et a ^ 2b, detM ^ 0, done M est inversible et igM = 3. 



• Si a = b et a = 26, on a a = b = 0 et M = 0 done rgM = 0. 


a a a 


a a a 

Si a = b et a ^ 0 M = I a a a I , on a l\ = I2 = I3, et M ^ 0. Done 


rg M = 1 

• Si a = —2 b et a ^ 0, le mineur d’ordre 2 


a b 
b a 


= (a — b)(a + b) ^ 0. 


Done rg M > 2. Comme M n’est pas inversible, rg M < 3. D’ou rg M = 2. 

/ 2 i i \ 

3 - J 2 = J.J = l 1 2 1 = 2/3 + J. 

V 1 1 2 ) 

4 - M = 0J3 + bJ. Done on a : 

M ' 2 = (0/3 + W) 2 = a 2 / 3 + 6 2 J 2 + 2a6J = a 2 J 3 + 6 2 (2/ 3 + J) + 2a6J. 

D’ou, M 2 = a 2 l 3 + 2b 2 13 + b(M — al 3 ) + 2 a(M — C1I3) car bJ = M — 0/3. 
Finalement, M 2 = (— a 2 + 2& 2 — a6)/3 + (6+2a)M = (6 — a)(a + 26)J 3 + (6+2a)M. 
On prend a = (b — a) (a + 2&) et (3 = (6 + 2a). 

Remarque : on peut determiner a et p en calculant M 2 directement et en l’iden- 
tifiant a a/3 + PM. 

5 - M est inversible det M ^Q<^a^beta^ — 2b . 

En multipliant l’egalite M 2 = (b — a) (a + 2b) I3 + (b + 2a) M par M~ l on obtient 

1 


M = 

On trouve apres calculs : 
M- 1 = 


( b — a) (a + 2b) 


1 


(M - (6 + 2o)/ 3 ) 


f b -b - b 
— b a + b —b 
— b —b a + b 


( a — b) (a + 2b) 

Remarque : On peut aussi utiliser la formule M~ L = d ]: M 


com M 

1 11 

6 - a - La matrice du systeme B' dans la base canonique est P = [ — 1 0 1 

0-11 

= 3^0. Done B' est une base de S 

b - La matrice P precedente et la matrice de passage de B a 6'. 

Calcul de P -1 . 



1 

1 

1 

^2~Ml 

1 

1 

1 

detP = 

-1 

0 

1 

0 

1 

2 


0 

-1 

1 


0 

-1 

1 



On a P~ l X = Y & PY = X & 


Xl 

X2 

X 3 




-y i 


-y-i 



2/i 

+ 2/2 

+ 2/3 


-2/i 


+ 2/3 

l 


- 2/2 

+ 2/3 

32/3 

= 

Xl + £2 + X 3 

2/3 

= 


X 2 

2/3 

= 


X 3 


2/3 = g(xi + x 2 + x 3 ) 
< yi = l(xi - x 2 + x 3 ) 
2/2 = |(ari + x 2 - 2x 3 ) 


1 

3 


/ 1 -2 1 \ 

D’ou P- 1 = | 1 1-2 

V 1 1 1 / 

c - D’pres les formules cle changement cle base, on a : 

/ 1-2 l\fabb\f 1 1 1 \ 

Mat(u,B') = P~ 1 MP = 1 1 1 -2 6 o 6 -1 0 1 = 

\ 1 1 lj\bbaj \ 0 - 11 / 

fa — b 2b— 2a a — b\f 1 ll\ / a — b 0 0\ 

I a — b a— b 2b — 2a ] | — 1 0 1] = | 0 a — b Ol 

\ a + 2b a + 2b a + 2b J \ 0 -1 1 J \ 0 0 a + 2i / 


III - Examen du deuxieme semestre 04-05. 

Exercice 5. (sur 7 points) 

/II 2 3 \ 

On considere la matrice : M = I —1 0 —1 —2 Loiia est un parametre 

\ a 1 2 3 / 

reel. 

1 - Determiner suivant les valeurs de a, le rang de M . 

2 - Soit B la base canonique de M 4 , B' celle de M 3 . On considere l’application 
lineaire / : ] R 4 — > K 3 , telle que Mat (f,B,B r ) = M. 

a - Montrer que / n’est pas injective, Va £ K. 

b - Pour quelles valeurs de a, / est-elle surjective ? 

c - On suppose que a = 1. Determiner une base de Im / et une base de Kerf. 


Exercice 6. (sur 13 points) 



Soit la matrice 


1 -1 -1 

A= | 1 3 1 | e M 3 

- 1 -1 1 

On pose B = A — /, ou I est la matrice identique d’ordre 3. 

1 - Calculer B, B 2 , puis montrer que B k = B pour tout entier k > 1. 

2 - En posant A = I + B, calculer A k . 

3 - Montrer qu’il existe a, b € R, b ^ 0 tels que A 2 + aA + bl = 0. 

4 - Deduire cle la question n°3 que A est inversible et calculer A~ x . 


1-2 1 
5 - Soit Q = | -1 3-1 

0-1 1 
a - Montrer que Q est inversible 


b - Montrer qu’il existe une matrice diagonale D £ yVI 3 (M) telle que AQ = QD 
et que Q~ k AQ = D. 

6 - Etudier suivant les valeurs de A £ R le rang cle la matrice A — XI. 



Solution de l’exercice 5. 


112 3 

1 - Soit M = | -1 0 -1 —2 
a 1 2 3 


/ 1 

1 

2 

3 ^ 

\ / 

( 1 

0 

2 

,j_ 3 -aq r g I Q 

1 

1 

1 

1 2C2^C 3 1 

0 

1 

1 

V 0 

1 — a 

2 -2ct 

3 — 3a , 

1 1 

^ 0 

0 

2- 2a 3 


, , ‘3 

on a rgM = 

Ainsi on a : si a ^ 1, rgM = 3 


si a = 1 rgM = 2 
2 - 

On a : dimKer/ = 4 — dimlmf = 4 — r<// = 4 — rgM = lou2 done / ne peut pa 
etre injective 

b - / est surjective, si et settlement si, rg / = 3. Done si et settlement si, a ^ 1. 


c - Si a = 1, on a dimlmf = 2 et dimker/ = 4 — dimlmf = 2 


Soit £? = (ei, e 2 ,e 3 , e 4 ) la base canonique de R 4 . f(e t) = (1, — 1,1) et f(e 2 ) = 
(1, 0, 1), f(e 1 ), /(e 2 ) G Jm/ et sont lineairement independants. Pttisqtte dim/m/ = 
2, (/( e t)) /( e 2 )) est une base de Im/. 


Soit u = {x, y, z , t) G R 4 , on a : (a;, y, 2 :, <) G Ker/ <G> M 


/ * \ 

y 

z 

\ 1 / 


= 0 


f X 

+y 

+2z 

—z 

“h3 1 
-2 1 

"1 
0 0 
II II 

x +y = —2 z — 3 1 ( 

\ * 

+y 

-\-2z 

-\-3t 

= 0 1 

—x = z + 2t ^ \ 


a; = — 2 ; — 2t 
y=-z-t 


{ x +y +2z +3t = 0 k ^ 

Done u G A'er/ <G> u = (— 2 : — 2t, — 2 : — t, z, t) = 2 r( — 1, —1, 1, 0) + t(— 2, —1, 0, 1) 

On pose U\ = (—1,-1, 1,0), u 2 = (-2,-1, 0,1), alors Ui,u 2 G kerf et sont 
lineairement independants. Done (ui,u 2 ) est une base de Ker/. 


Solution de l’exercice 6. 


to 



Soit la matrice 1 - B = 


B 2 = B.B = 



0 

-1 

- 1 \ 

/ 0 

-l 

-1 > 

1 / 

' 0 

-1 

1 

2 

1 

1 

2 

1 

= 

1 

2 

1 

-1 

0 / 

V -i 

-1 

0 ) 

1 \ 

, -1 

-1 


par recurrence on a : B k+l = B k B = B.B = B. 

2 - D’apres la formule du binome on a : A k = (/ + B) k = C^ l I k ~ m B m . 

Puique B° = /, et B m = BMm > 1, on a : A k = I+{J2m= l C'™)-® = I+(2 k —l)B. 

3 - D’apres 2, on a= A 2 = / + SB = I + 3(A — I) = —21 + 3A Ainsi : 
A 2 -SA + 2I = 0. 


4 - On a : 21 = 3A — A 2 = A(3I — A). Par consequent A(|(3/ — A)) = I. II 
s’ensuit que A est inversible et A -1 = !. (3/ — A) 


1 —2 


1 


5 - Soit Q = -1 3-1 


0 -1 


a - on a : detQ = 


sible. 


1 


1 

1 

to 

1 


1 

1 

to 

1 

-1 

3 

-1 

= 

0 

1 

0 

0 

-1 

1 


0 

-1 

1 


= 1^0 Done Q est inver- 


b - On a AQ = 


QD avec D = 


1 -1 -1 


0 0 
2 0 


1 -2 


2 - 4 


1 

3 

1 

- 1 

3 

-1 

= 

1 

to 

6 

-1 

V -1 

-1 

1 / 

V o 

-1 

1 ) 

1 \ 

, 0 

1 

to 

1 / 


0 0 1 

On AQ = QD done Q~ X AQ = Q~ 1 QD = D. 

6 - rgA - A I = rg<5 _1 (A - A I)Q = rg (Q _1 AQ - Q~ 1 XIQ) = rg (D - XI). 
3, si A ^ {1,2} 

On ainsi rg(A — XI) = ^ 2, si A = 1 
1, si A = 2. 


IV - Examen de rattrapage 04-05. 
Exercice 7. (sur 10 points) 

On considere le systeme lineaire suivant : 


X\ 

+ 

mx 2 

x 3 = 

2 

—2x\ 

+ 

2X2 

+ mx 3 = 

m 

Xi 

+ 

X2 

- 2cc 3 = 

4 


li 



ou to est un parametre reel. 


On note A la matrice du systeme. 

1 - Calculer le determinant de A. 

2 - Montrer que (S) est un systeme de Cramer, si et seulement si, 

to ^ {0, 5}. 

3 - Discuter suivant les valeurs de m le rang de ( S ). 

4 - Discuter et resoudre le systeme dans les cas suivants : 
a - to ^ {0, 5} 
b - to = 0 
c - to = 5 

Exercice 8. (sur 10 points) 

-1 -1 
2 -2 
-1 3 

1 - Calculer N 2 et montrer que N 3 = 0. 

2 - Calculer (I — N)(I + N + N 2 ), ou I est la matrice identique d’orclre 3. 

3 - On considere la matrice B = I — N. Montrer que B est inversible et calculer 
B~\ 

4 - Soit B la base canonique de E = R 3 . On considere l’endomorphisme / de E 
tel que Mat(/, B) = N. 

a - Determiner une base de Im / et une base de Ker /. 

b - Soit u un vecteur de E tel que f°f(u ) ^ Oe- On pose v = f(u) et w = 
f(v). Montrer que le systeme B' = ( w,v,u ) est une base de E et determiner 
Mat(/, B'). 


On considere la matrice : N = 



12 



Solution de l’exercice 7. 


1 - la matrice du systeme est A = 


On a : det^4 = 


1 

-2 

1 


TO —1 

2 TO 
1 —2 


1 

-2 

TO. 

2 

-1 

TO 

C 1 +C 2 +C 3 

m 

m 

TO 

2 

-1 

TO. 

h-h 

TO. 

0 

TO 

2 — TO 

-1 
TO + 1 

1 

1 

-2 


0 

1 

-2 


0 

1 

-2 


to(to — 5) 

2 - On a : (5) est un systeme de Cramer, si et settlement si, det^4 ^ 0 O m ^ 
{0,5}. 


3 - 

• Si to ^ {0,5}, A est inversible, done son rang est egal a 3. 


• Si to = 0 ou to = 5, det A = 0. Done, rg A < 3. Le mineur 
Done rg A = 2. 


—2 2 

1 1 


= -4 ^ 0. 


• Si to ^ {0, 5}, le systeme est de Cramer. S possede done une settle solution 
(xi,X 2 ,zx 3 ) donnee par : Xi = X 2 = et 0:3 = 

Ou A = to(to — 5) est le determinant du systeme et : 

= 3to(2to — 1) 


= —3 TO 


A X1 = 

2 

TO. 

TO. 

2 

-1 

TO 

C1+2C3 

0 

3 TO 

TO 

2 

-1 

in 


4 

1 

-2 


0 

1 

-2 


— 

1 

-2 

2 

TO 

-1 

TO 

C2+2C3 

1 

-2 

0 

3 TO 

-1 

TO. 


1 

4 

-2 


1 

0 

-2 


II 

$ 

< 

1 

-2 

777. 

2 

2 

TO 

C 2 — Cl,C 3 — 4ci 

1 

-2 

TO — 1 

4 

-2 
TO + 8 


1 

1 

4 


1 

0 

0 


= to(to + 7) 


cl’ou 


S={( 


3(2 to - 1) 
to — 5 


3 to . + 7 

to — 5 ’ to — 5 


)} 


b - Si to = 0, le rang du systeme est 2 et 

! xi — £3 =2 ( l2 = H 

— 2*i + 2x 2 + =0~<a:3 = a;i-2 

xi + a; 2 — 2cc 3 = 4 ^ xi + xi — 2(xi — 2) = 4 

Le systeme est done compatible et S = {{x\,X 2 ,X\ — 2) G R 3 }. 


Si to. = 5, le rang du systeme est 2 et on a 
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( 5 ) 


e2+2ei,e3 — ei 


3e 3 +e2 


X\ + 5x 2 — 
— 2xi + 2 x 2 + 

Xi 
Xi 


x 3 = 2 

5x 3 = 5 


+ 

CM 

= 4 

+ 

5x 2 - x 3 

= 2 


12x 2 “t - 3 x 3 

= 9 


— 4x 2 - x 3 

= 2 

5x 2 

- x 3 = 

2 

12x 2 

+ 3x 3 = 

9 


0 = 

15 


Le systeme est done incompatible , S = 0 

Solution de l’exercice 8. 


-1 -1 -1 
2 -2 -2 
-13 3 


-1 -1 -1 


2 

-1 


-2 -2 | = 
3 3 


0 0 0 
-4 -4 -4 
4 4 4 


1 - TV 2 = N.N = 

N 3 = N 2 .N = 0. 

2 - (J - iV)(/ + TV + IV 2 ) = / + TV + IV 2 - IV - N 2 — IV 3 = I. 


3 - Soit B = I — N. On a B(I + N + N 2 ) = /, done 1? est iversible et 
0 -1 -1 

B- 1 = I + N + N 2 = I -2 -5 -6 


7 


4 - 


a - On a dim/m/ = rg/ = rgN, et puisque N 3 = 0, N n’est pas inversible. Par 
suite rg N < 3. Les deux premieres colonnes de N etant lineairement independantes, 
on a rg/ = 2. Considerons les vecteurs U\ = f(e i) = (— 1,2, l),u 2 = f(e 2) = 
(—1, —2,3), alors (ui,u 2 ) est line base de Im /. 


On a dimKer/ = 1. Soit v = ( x,y,z ) € 
— x —y —z = 0 


on a : v € Kerf <^> NX = 0 <t=> 


x = 0 
z = —y 


2x -2 y —2z = 0 E2 ^ El 
—x +3 y +3^ = 0 
D’ou v = (0, y, —y) = y( 0, 1, —1). Le vecteur Vi = (0, 1, —1) engendre Ker /. 


b - Montrons que le systeme B' = ( w , w, u) est libre. Soient a, /?, 7 £ K, tels que 
aw + (iv + 7 u = 0 e (*). Puisque IV 3 = 0, on / o / o / = 0 
On applique alors / o / a l’egalite *. / o f(w) = 0s, / o /(d) = 0e- Done 
7/ 0 /( M ) = 0e- Or / o /(u) ^ 0e Done 7 = 0. II reste aw + /3 d = 0e (**)■ On 
applique / a **, on obtient /3/(d) = (3 f o f(u) = 0e- Done (3=0. Finalement, 
aw = 0 e- Done a = 0. 


B' = (id, d, it) est un systeme libre de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, 
done e’est une base de M 3 . 

(0 1 0 \ 

On a f(w) = 0e, f(v) = w, f(u) = v. D’ou Mat(/, B') = I 0 0 1 I 

\ 0 0 0 / 
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V - Examen du deuxieme semestre 05-06. 
Exercice 9. (sur 14 points) 


( a -1 2 \ 

On considere la matrice : A= 3 a — 4 6 € A/OfR), ou a est un 

\ 2 -2 a + 3 J 

parametre reel. 

1 - Calculer le determinant de A. 

2 - Montrer que : detA = 0 <t=> a £ {1, —1}. 

3 - Calculer le rang de A en fonction de a. 

4 - On suppose que a = 0. Montrer que A est inversible et calculer A _1 . 

5 - Soit / l’endomorphisme de R 3 , defini par : 

f(x, y, z) = (— x — y + 2 z, 3a; — 5 y + 6 z, 2x — 2 y + 2 z) 
a - Montrer que / n’est pas bijectif. 

b - Determiner une base de Im/ et une base de Ker /. 

c - Discuter et resoudre le systeme ( S ) : f(x,y,z) = (l,m, 0), ou m est un pa- 
rametre reel. 


Exercice 10. (sur 6 points) 

Soit M € _A43(R) telle que M/ 0 et A/ 3 + M = 0. 

1 - Montrer que A/ 2 + 13 ^ 0. 

2 - Montrer que VA £ R, la matrice I 3 + XM est inversible. Determiner alors son 
inverse en fonction de M. 

3 - Soit E l’espace des vecteurs colonnes de dimension 3 sur R. O11 considere 
u £ E tel que Mu ^ 0^ et M 2 u ^ —u. O11 pose v = Mu et w = M 2 u. 

a - Montrer que B = ( u , v, w) est une base de E. 

b - Soit 4> l’endomorphisme de E canoniquement associe a Af. Determiner Mat((/>, B). 
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Solution de 1’ 

exercice 9. 






a —1 

2 


/ a - 1 -1 

2 

1 - det A = 

3 a — 4 

6 


C1+C2 I -1 A 

= I a — 1 a — 4 

6 


2 -2 

Q. H - 3 

\ 0 -2 

ol H - 3 

( a — 1 

-1 

2 




L 2± L 1 q 

a — 43 

6 


= (a — l)(a 2 —9 + 8) 

= (a — 

V o 

-2 a 

+ 3 





(a — 1 ) 2 (a + 1) 


1 ) = 


2 - detA = 0 <+> (a — l) 2 (a + 1) = 0 <+> a € {1, — 1}. 


3 - • si a / {1, —1}, detA 7^ 0. Done rg A = 3. 


1-12 

Si a = 1, A = | 3 —3 6 | . On a C 2 = —C\ et C 3 = 2C1. Done rgA = 1. 

2-2 4 
-1 -1 2 

Si a = —1 A = I 3 —5 6 I . On a d’apres 2 , A n’est pas inversible, par 


2 -2 2 

suite rg A < 3. Comme le mineur extrait de A , 
est non nul, on a rg A = 2. 


-1 -1 
3 -5 


4 - Si a = 0, cletA = 1^0. par consequent A est inversible. Pour calculer 
A , on applique la metlrode lrabituelle qui consisted resoudre un systeme lineaire 
general. 


On a A~ 1 X = Y & AY = X ^ 


3j/i 

2j/i 


y i = ~X2 + 2x 3 

- 2/2 + 22/3 = xi 

—22/2 + 32/3 = 2a ; 2 - 3cc 3 


-2/2 

+ 2//3 

= 

*1 

- 4 1/2 

+61/3 

= 

X2 

-22/2 

+ 32/3 

= 

X3 

f Vl 

= 

~+2 

+ 2x 3 

■ < 2/2 

= 

3 aq 

— 4 x 2 + 6x3 

1 2/3 

= 

2xi 

— 2 x 2 + 3 x 3 


A -1 


0 -1 2 \ 

3 —4 6 (Remarquer que pour a = 0 on a : A = A !). 

2-2 3 / 


. Ainsi, 


5 - 

a - La matrice de / dans la base canonique de R 3 est 
-1 -1 2 \ 

3 —5 6 I , e’est la matrice A pour a = — 1 Comme A n’est pas 

2 - 22 / 

inversible pour a = — 1 , il s’ensuit que / n’est pas bijectif. 



b - On a dimlm/ = rgA = 2, et dimKer/ = 3 — 2 = 1. 


Les deux premieres colonnes de B sont lineairement independantes, done le 
systeme ((—1,3,2), (—1, —5, —2)) est une base de Im /. 
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0 

0 




Soit u = (x, y, z ) el 3 , alors u € Ker / f(u) 

—x —y +2 z = 0 

3a; —5 y +6 z = 0 44 

2x —2 y +2 z = 0 


—x 

3a: 


- y 
-5 y 


= ( 0 , 0 , 0 ) 

+2z — 

+6z = 


car on a deux inconnues et deux equations principales, la troisieme etant une 
combinaison des deux autres. 


On finalement, u G Ker / 44 


z = 2x 
y = 3x 


Done u G Kerf 4$ u = ( x, 3x, 2x) = a;(l, 3, 2) 


c - Le systeme est compatible, si et seulement si, le vecteur (1 ,m, 0) est un vec- 
teur de Im /. 


Ce qui est equivalent a : 


on a : 


-1 

3 

2 


-1 

-5 

-2 



-1 -1 1 
3 —5 m 

2-2 0 
-1 -2 1 
3 —2 m 

2 0 0 


= 0 


= — 4(m — 1). 


Done le systeme est compatible, si et seulement si, m = 1. 


{ —a; — y +2 z 

3x —by +6 z 
2x —2 y +2 z 


1 

1 44 

0 


-x -y 
3a: —by 


[ x = \(z- 1) 

l y = H 1 

Par suite, F ensemble solution est S = {(|( z — 1), |(1 — 6 z),z) G K 3 }. 


+2z 

+6z 


1 

1 




Solution de l’exercice 10. 

1 - Supposons que M 2 + I3 = 0, on a M 2 = — / 3 = 0. En considerant les 
determinants on aura detM 2 = (detM) 2 = det — J3 = —1. Ce qui est impossible 
(le carre d’un nombre reel etant toujours positif. 

2 - Soit A € R et X un vecteur colonne non nul tel que (I 3 + A M)X = 0. On a 
alors : AM X = —X. En multipliant par M a gauche, on obtient A M 2 X = —MX. En 
multipliant par AM on obtient A 2 M 3 X = —A 2 MX = MX. Done (1 + A 2 )MX = 0, 
d’ou MX = 0 II en resulte que X = 0. I3 + AM est inversible. 

Notons P l’inverse de J 3 + AM. On a P(I + AM) = /. Done P + XPM = I, 
PM + XPM 2 = M, PM 2 + XPM 3 = PM 2 - XPM = M 2 

On a (1 + A 2 )PM = M - AM 2 , d’ou P = I- ^(M - AM 2 ). 

3 - 

a - Soient a, j3, 7 € ffi. tels que au + (3v + 'yiv = 0. Appliquons M on a aMu + 
f3Mv + 7M10 : av + pw — "fv = (a — j)v + f3w = 0 

17 



Done a = 7 et (3 = 0. II reste a(u + M 2 u) = 
a = 0 . 

3 sur R. On considere u € E tel que Mu ^ 0# et 
w = M 2 u. 

b - Soit <j> l’endomorphisme de E canoniquement 

/ 0 0 

cf>[w) = —u. Par consequent, Mat (4>,B) =10 

V° 1 

VI - Examen de rattrapage 05-06. 

Exercice 11. (sur 12 points) 

Sur l’espace vectoriel E = R , on considere l’endomorphisme / represente dans 
la base canonique de E par la matrice : 

-2 8 6 \ 

-4 10 6 

4-8-4 / 



0, comme ( u + M 2 u ) / 0 on a 
M 2 u ^ —u. On pose v = Mu et 


associe a M. <j>(u) = v, cf>(v ) = w, 
-1 
0 
0 


1 - Calculer (^4 — 2I 3 ).A , et en deduire l’expression de (/ — 2 I<1e) 0 /, ou Me 
designe l’application identique de E. 

2 - Montrer que Im / C Ker(/ — 2 Ids)- 

3 - Montrer que \/y € Im/, on a f(y) — 2 y. 

4 - Determiner le rang de /. 

5 - Soient iq , U 2 deux vecteurs lineairement independants quelconques de Im/, 
et u 3 un vecteur non nul de Ker /. On pose C = (ui,U 2 ,u 3 ). 

Montrer que C est une base de E, et determiner la matrice de / dans cette base. 


Exercice 12. (sur 8 points) 

Soit V = A 42 (®) le R-espace vectoriel des matrices carrees d’ordre 2. On considere 
une matrice A £ V fixee et on definit 1’ application : 


</>: V — > V 

M 1 — > AM - MA 

1 - Montrer que </> est un endomorphisme de V. 

2 -cf> est-il injectif? surjectif? Justifier. 

3 - Montrer que VM, N £ V, <fi(MN) = <j)(M).N + M.<j)(N). 
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4 - Montrer que VM, N £ Kerrfi, on a MN £ Kertfi. 

5 - On suppose que A = ( [j J ). Determiner une base de Ker (j) et une base de Inn/>. 

Solution de l’exercice 11. 

/ -4 8 6 \ / — 2 8 6 \ 

l-Ona(4- 27 3 ).4= -4 8 6 -4 10 6 =0 

\ 4-8-6 / \ 4-8-4 / 

par suite, (/ — 2Id E ) ° / est l’application nulle. 

2 - Vy = f(x) £ Im/. On a : (/ - 2 Id E ){y) = Ob- Done, y £ Ker (/ - 2Id E ). 

II en resulte que Im/ C Ker (/ — 21 d E ). 

3 - \/y £ Im/, on a (/ - 2 Id E )(y) = Ob, done /(y) = 2y. 

4 - Puisque Im/ C Ker(/ — 2Id E ), Im/ ^ M 3 , / n’est done pas surjective. II en 

2 3 

resulte que rg/ < 2. Comme le mineur d’ordre 2 ^ ^ =12^0, rg / > 2. 

D’oii rg/ = 2 . 

5 - Soient iq , U 2 deux vecteurs lineairement independants quelconques de Im/, 
et M3 un vecteur non nul de Ker/. On pose C = (iq, it2, U3). 

Montrons que C est un systeme libre. Soient a, /3, 7 G K tels que aiti + f3u2 + 
ju 3 = 0 B - On compose par /, on a a/(iq) + /3f(u 2 ) + 7/(143 ) = /(Ob) = Ob- Or 
/(wi) = 2ui, /(u 2 ) = 2 14 2 et /(u 3 ) = Ob 

Done ai4i + (3u2 = Ob, 111,142) etant libre on a a = (3 = 0, il reste 7143 = 0b, 
done g amma = 0. 

C est libre forme de trois vecteurs dans IR 3 , done e’est une base. 

une base de E, et determiner la matrice de / dans cette base. 

/(iq) = 2iq, f(u 2 ) = 2 u 2 et f(u 3 ) = 0 b, par consequent 

/ 2 0 0 \ 

Mat(/,C) = 0 2 0 

\ 0 0 0 / 

Solution de l’exercice 12. 

Soit V = A42(R) le M-espace vectoriel des matrices carrees d’ordre 2. On considere 
une matrice A £ V fixee et on definit F application : 

4 > : V — > V 

M 1 — * AM - MA 

1 - Soient M,N £V a/3 £ R. On a : 

<j>{aM + (3N) = A(aM + f3N) - (aM + (3N)A = a(AM - MA) + f3(AN - NA) 
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Par consequent < p(aM + (3N) = a<j)(M ) + (3cj)(N). 

4> est un endomorplrisme de V. 

2 - <f> n’est pas injectif car <f>(I) = 0, ou I est la matrice identique. Comme <f> est 
un endomorplrisme, il n’est pas surjectif. 

3 - VM, N gV, on <j>(MN) = AMN-MNA = AMN—MAN+ M AN - M N A = 
(AM - MA)N + M(AN - NA) = <f>(M).N + M.<j>(N). 

4 - VM, N G Kercf), on a <f>(MN) = <f>(M).N + M.<f>(N ) = 0, done MN G Ker </>. 

5 - On prend A = (jjj). 

Soit M=(*f) 

AM-MA=(85)C?)-C?)(8J)=(g t _-*) 

Done 4>(M) = 0ot = x,z = 0. 

Par suite Kercj) = {(g G V } = Sev < I, A >. (I, A) est une base de Ker<^>, 
d’ou dimKer^> = 2. 

On a dimlinV = dimP— dimKer</> = 4—2 = 2 Les matrices 0({( J g)){(o -°i) = J 
et 0({( o 2 )){( o o) = ^ sont lineairement independantes et appartiennent Inn/). 
Done (J,A) est une base de Im0. 
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